Metodi alle differenze finite

I parametr1 meteorologici che definiscono lo stato dell’atmosfera
(es: u, vy w, 1, P, ¢) sono campi, cio¢ funzioni delle variabili
indipendenti x, y, z, ¢

Metodo a1 punti di griglia: un insieme di punti viene introdotto
nella regione di interesse, dove le variabili dipendenti sono
inizialmente definite e successivamente calcolate.

ES: u=ulx), 0<x<L

X; =jAx, j=0,1,2,....N, u(jAx) = u;

x=() JAx xX=



Metodi spettral
o Fron{E) o]

Nella rappresentazione spettrale 1’errore di troncamento sostituisce la
mancanza di risoluzione

Esiste una relazione tra la rappresentazione a punti di griglia e
quella spettrale. N valori di u; determinano in modo univoco i
seguent1 N coefficienti dello sviluppo spettrale:

ao, Cll, ....... aN/z, bl’ ..... bN/2—1

Una griglia con N punti risolve N/2 componenti spettrali



Metodi spettrall

Il numero d’'onda massimo risolto e quindi:

K= 27L * NI2 = mlAx

+1

NIANIIA
S VARVARN

Frequenza di Nyquist



Discretizzazione delle derivate

Le derivate spaziali sono approssimate da rapporti tra
differenze finite:

du Uy —U;
— | = orward
( dxjj L (forward)
Uu.—1u.
SR (backward)
Ax
Uu. ,—1Uu.
~ (centered)
2Ax

Tal1 discretizzazioni sono consistenti, cioe I’errore tende
a zero al tendere di Ax a zero



Errore di troncamento

Errore di troncamento: ordine di grandezza della differenza tra 1l valore
esatto (analitico) della derivata e la sua rappresentazione numerica

du 1

2
uj+lzu(ij+Ax)Euj+(—j Av+ | L A2
j dx ;

dx

> e=0(Ax) Discretizzazione del primo ordine



Discretizzazione della derivata seconda




Definizione di schema numerico

Le equazioni algebriche, ottenute sostituendo le derivate con le rispettive
discretizzazioni numeriche, costituiscono lo schema alle differenze finite

Esempio: equazione di avvezione unidimensionale.

6_u_|_ca—u:0, MZM(X,I), c=>0
ot  Ox
Soluzione esatta u=f(x—ct)

Se la condizione iniziale ¢ u(x,0) = F(x) j>

u=F(x-ct) ¢ soluzione V ¢



“CARATTERISTICHE”

X-Cl=cost

u(x,t) = u(xy, 0)



Schema ‘forward-upstream’

u’; =u(jAx, nAt)

1
oyt -

/ L e —I— =0, c=>0
At Ax

Ordine dello schema: O(Ax), O(Af)

> Schema del primo ordine nello spazio e nel tempo

n+l

Soluzione: u ;

= 3(uj,u; )



Convergenza di uno schema numerico

Convergenza di una soluzione numerica: determinare 1l
comportamento dell’errore

u’; —u( jAx, nAr)

quando, fissato 1l tempo totale nA¢, gli incrementi Ax, Af tendono
a zero. Se tale errore tende a zero allora la soluzione si dice
convergente

Se lo schema numerico fornisce una soluzione
convergente per ogni condizione iniziale

—

lo schema si definisce convergente




Condizione necessaria per la convergenza

A A
t j> —tﬁc c—tﬁl

Ax Ax

n+1




Stabilita di uno schema numerico
Studiare 1l comportamento dell’errore
u’; —u( jAx, nAt)
per Ax, At fissati quando n tende all’infinito
DEF.

se I’errore rimane limitato per n che tende all’infinito lo
schema si dice stabile



Stabilita

 Metodo diretto
* Metodo dell’energia
e Metodo di Von Neumann

u?“ —u;  u;-u
+c =0
At Ax

At
n+l n n —
u; =(—pu; +pu; |, ﬂ_CE



Metodo diretto

< (A=l 4|, Q=)0

n+l n
< .
> Maxj‘u] ‘_Max]‘u]‘



Metodo di Von Neumann

Nel caso di equazioni lineari a coefficienti costanti, 1a soluzione
puo essere cercata nella forma armonica:

u(x,t)={U, expli(kx — o t )]}Re =U(t) eXp[ikx]}Re

Per analogia, nel caso discreto si tenta come soluzione dello schema:

j> u; = {U § exp[ik ij]}Re

Sostituendo tale soluzione nello schema numerico si ottiene, in generale:

U™ = 1k)U", LeC



n

=Au|=..= 14",

da cui segue la condizione sufficiente per la stabilita dello schema:

VIES!

Nel caso di sistemi che ammettono soluzioni esponenzialmente crescenti, tale
condizione puo essere troppo restrittiva. Se si richiede che la soluzione

numerica sia limitata per t=nAt_fissato, risulta:

2| <1+ 0(Ar)

Condizione necessaria per la stabilita (Von Neumann)



Esempio per lo schema forward upstream dell’equazione di avvezione

“’Iz = 44x
= 84x
1
0.5+
\\ , ,
\\ // :
0 \*‘rA/ :
0 0.5 ] = cdt/dx

Dispersione numerica



‘Diffusione implicita’
Schema ‘forward-upstream’

u; =u(jAx, nAr)

n+l1 n n n

u . —U. u.—u._l

/ Lte—L—2—=0, ¢=>0
At Ax

Ordine dello schema: O(Ax), O(Af)
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1
e il S
+c =

At Ax

2 2
(@) +c(@j +c21 d_z; At—cl d_z; Ax +
dt i dx in 2\ dx im 2\ dx in

O(At?) + O(Ax?)

u

2
_ (@j n c(@) + < (cAt — Ax) d—? + O(Atz) + O(sz)
dt in dx i 2 dx i

‘Diffusione implicita’
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